UFJF — MODULO Il DO PISM — TRIENIO 2013-2015 — PROVA DE MATEMATICA
PARA O DESENVOLVIMENTO E A RESPOSTA DAS QUESTOES, SO SERA ADMITIDO USAR CANETA ESFEROGRAFICA AZUL OU PRETA.

Questao 1:

Sabendo que o polinémio p(x) = ax® + bx + 2 é divisivel por (x + 1)7, determine a e b.
Pontuagdo: até 5 pontos.
Solug¢do: Sabendo que o polindmio p(x) = ax*+bx+2 ¢é divisivel pelo polindmio (x+1)>%, entdo p(x) é

divisivel por (x+1). Usando o método de Briot-Ruffini, temos:

-1‘.1 0o b 2

‘ a -a  bta -(bta)+l
Logo,
atb=2 (1)

e p(x) = ax’+bx+2 = [ax* —ax + (b+a)](x+1). Como p(x) é divisivel por (x+1)?% temos que o
polindmio ax? —ax + (b+a) € divisivel por (x+1). Usando novamente o método de Briot-Ruffini:

-1 | a -0 bta
‘ a -Z2a b+3a

Logo,
b+3a=0. (2)

Da equagdo (1), temos b = 2-a. Substituindo em (2), temos:

2-at3a =0,
logo,a=-1eb=3.

Proibido escrever na prova informacoes como: apelidos, desenhos, nome, numeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.
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Questao 2:
Considere os pontos A = (2,0, B = (—=1,v/3)e € = (—1,—V3) em um plano cartesiano.
a) Determine o angulo AEC.
Pontuacao: até 2,5 pontos.
Solugdo: Calculando as distancias entre os pontos A, B e C, temos:
dAB)=V32+3=v12
dAC)=V32+3=v12
dB,0)=V3*+3=+12.

Logo o tridngulo ¢ equilatero. Entdo o angulo ¢ 60°.

b) Calcule a area do triangulo AGC.

Pontuacao: até 2,5 pontos.

Solugdo: A area do triangulo ¢ dada por:

onde a ¢ o lado do tridngulo equilatero. Entao,

P o =
4 4

Proibido escrever na prova informacoes como: apelidos, desenhos, nome, niimeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.
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Questao 3:
Considere a circunferéncia C: .{(x — 1]2 + (¥ + 3}2 =9
a) Determine se o ponto 4 = (4, —3) é interior, exterior ou pertencente & circunferéncia C.
Pontuacdo: até 1 ponto.
Solucdo: Como
@A-1y +(-3+3P2=3"+0=9,

o ponto A ¢ pertencente a circunferéncia C.

b) Encontre o(s) valor(es) de a para gue a circunferéncia C e areta ¥ = ax possuam dois pontos em
comum.
Pontuacao: até 4 pontos.

Solugdo: Precisamos resolver o seguinte sistema:

x-1yY+@y+3’=9 (1)
y= ax (2)

Substituindo y na equagao (1), temos:

(x—-1)P+(ax+3)*=9,logox*-2x+ 1 +a’x*+6ax+9=9 e, portanto,
(@+1)x*+(6a-2)x+1=0.

Para que a circunferéncia C e a reta y = ax tenham dois pontos em comum, a equacao de segundo
grau acima deve ter duas raizes distintas, entao

A=(6a-2)—4(a+1)>0.
Mas, A =36a> — 24a + 4 — 4a’> — 4 = 32a*> — 24a.
Entdo 32a’> - 24a—-1>0,

logoa<0ou a>7%.

Proibido escrever na prova informacoes como: apelidos, desenhos, nome, niimeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.
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Questao 4:
Considere o sistema dado pelas equagdes:

x—3y+4z =3
2x— 5y +1l0z =28
x—y+(@*—1)z=a+ 10

a) Determine o(s) valor(es) de a para que o sistema seja possivel e determinado e encontre seu conjunto
solucao.

Pontuacao: até 3,5 pontos.
Solugdo: Por escalonamento:

1 3 4 | 3
2 5 10 | 8
1 1 @-1 | atlo
L2 12-2L1
L3« L3-LI
1 3 4 | 3
0 1 2 | 2
0 2 @5 | a7
L3 1L3-212
1 3 4 | 3
0 1 2 | 2

0 0 a*-9 | at3
Para que o sistema seja possivel e determinado devemos ter a? — 9 # 0, logo

az3e a#-3.
O conjunto solugao ¢
S={xy,2); x=9a-37)(a-3),y=2a-8)/(a-3)ez=1/(a—-3)}.
b) Determine o(s) valor(es) de @ para que o sistema seja possivel e indeterminado.

Pontuacao: até 1,5 pontos.
Solugdo: Para que o sistema seja possivel e indeterminado devemos ter a*>—9 =0, isto é, a =3 ou
a=-3.

Além disso, devemos ter a+3=0.

Logo, a =-3.

Proibido escrever na prova informacoes como: apelidos, desenhos, nome, niimeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.
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Questao 5:

a) Quantos numeros inteiros positivos de até trés algarismos comeg¢ando com um nuamero par sao
multiplos de 57?

Pontuagdo: até 2 pontos.

Solugdo: Se n € um numeros de até trés algarismos comeg¢ando com um nimero par € multiplo de 5,
simultaneamente, existem trés possibilidades a considerar: n tem exatamente um algarismo, n tem
exatamente dois algarismos ou n tem exatamente trés algarismos.

Caso 1: n = a. Nesse caso devemos ter a par e a =5. Logo, ndo existem nimeros de apenas um
algarismo comegando com um niimero par e multiplo de 5, simultaneamente.

Caso 2: n = ab. Temos 4 possibilidades para o algarismo a: 2 ou 4 ou 6 ou 8.
Temos 2 possibilidades para o algarismo b: 0 ou 5. Sendo assim, existem 4 - 2 = 8§ nimeros com
exatamente dois algarismos comeg¢ando com um numero par e multiplo de 5.

Caso 3: n = abc. Temos 4 possibilidades para o algarismo a: 2 ou 4 ou 6 ou 8.

Temos 10 possibilidades para o algarismo b: 0 oul ou2ou3ou4ouSou6ou7ous8oud.
Temos 2 possibilidades para o algarismo b: 0 ou 5. Sendo assim, existem 4 - 10 - 2 = 80 nimeros
com exatamente trés algarismos come¢ando com um numero par e multiplo de 5.

Entdo, existem 0 + 8 + 80 = 88 nimeros.

b) Quantos nimeros inteiros positivos com trés algarismos distintos sao muliiplos de 5 e tém a soma de
seus algarismos igual a um numero impar?

Pontuagdo: até 3 pontos.

Solugdo: Dividiremos em dois casos:
Caso 1: O niimero termina com o algarismo 0, ou seja, n = ab0.
Como a soma deve ser impar, temos duas possibilidades:

1) aépareb éimpar: temos 4 - 4 = 16 possibilidades.

2) aéimpareb € par: temos 5 - 4 = 20 possibilidades.
Caso 2: O niimero termina com o algarismo 5, ou seja, n = ab3.
Novamente, temos duas possibilidades:

1) aépareb épar: temos 4 - 4 = 16 possibilidades.

2) aéimpar e b ¢ impar: temos 4 - 3 = 12 possibilidades.

Entdo, existem 20 + 20 + 16 + 12 = 68 niimeros.

Proibido escrever na prova informacoes como: apelidos, desenhos, nome, niimeros, simbolos e tudo o que possa identificar o candidato.




